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Die numerische Simulation von hydraulisch induziertem Sedimenttransport in Erdbauwerken 
beinhaltet Prozesse auf verschiedenen Skalen. Die Porenskala bestimmt die Durchgängig-
keit des hydraulisch transportierten Sediments. Die Ingenieurskala bestimmt die Stabilität der 
durch den Sedimenttransport beeinflussten Erdbauwerke. Zur Berücksichtigung beider Ska-
len wurde in diesem Forschungsprojekt eine kontinuumsmechanische Formulierung nach der 
Theorie poröser Medien evaluiert und weiterentwickelt. Die mathematische Modellformulie-
rung basiert auf der Betrachtung des Bodens als Mehrphasenmedium unter Berücksichti-
gung von Bilanzgleichungen für jede Phase. Der Abtrag von Bodenfeinteilen als Initiierung 
des Sedimenttransports ist in Form eines porositätsändernden Austauschterms definiert und 
ist begrenzt durch den Feinkornanteil im Boden. Mit der numerischen Implementierung des 
Modells in eine Galerkin Finite Elemente Methode wurden Parameterstudien der hydrauli-
schen und mechanischen Bodeneigenschaften durchgeführt. Die Simulation erfolgter Labor-
versuche verschiedener Größen wies die Einsatzmöglichkeiten des Modells und auch die 
bestehenden Schwächen und Einschränkungen auf. Zur Verbesserung des Prozessver-
ständnisses des Abtrags, Transports und Eintrags von Feinteilen in einem porösen Medium 
wurden Mikrozellenversuche durchgeführt und hinsichtlich der Integration in den Austausch-
term der kontinuumsmechanischen Modellformulierung ausgewertet.  
Das Modell ist geeignet zur qualitativen Evaluierung der Erosionsdynamik in Bodensäulen 
oder Erdbauwerken. Hierzu müssen jedoch die erosionsbestimmenden Bodenparameter 
bekannt sein. Für quantitative Prognosen des Sedimenttransports in Erdbauwerken und 
daraus resultierende Stabilitätsänderungen sind weitere Untersuchungen, die sowohl die 
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1 Einleitung 
Die numerische Simulation von hydraulisch induziertem Sedimenttransport birgt insbesonde-
re aufgrund ihrer Komplexität Schwierigkeiten. Die Integration porenskaliger Prozesse, wie 
den Transport von Bodenfeinteilen durch ein grobes Bodenskelett, in ingenieurskalige nume-
rische Modelle, z.B. zur Simulation durchströmter Erdbauwerke, ist mit vielen Annahmen und 
Vereinfachungen der kleinskaligen Prozesse verbunden. Eine zuverlässige numerische 
Simulation solcher Prozesse auf der Ingenieursskala ist somit derzeit noch nicht möglich. 
Nichtsdestotrotz ist die numerische Simulation maßgeblich für die Prognosefähigkeit von 
Standsicherheitsberechnungen für Erdbauwerke sowie zur nachsorgenden Schadensunter-
suchung. Zur Integration verschiedenskaliger Prozesse zur numerischen Simulation poröser 
Medien werden aktuell verschiedene numerische Methoden getestet, sowohl auf der Parti-
kel- als auch auf der Kontinuumsskala. Kontinuumsmechanische Modellierungen, die auf der 
Theorie der Porösen Medien basieren, können hierbei durch Berücksichtigung porenskaliger 
Prozesse und deren Mittelung über ein Elementarvolumen für verschiedene Fragestellungen 
der Geotechnik eingesetzt werden. In wie weit diese Methode auch für Prozesse des hydrau-
lischen Materialtransports und insbesondere für Suffosion, also den Abtrag von Bodenfeintei-
len durch ein grobes Bodenskelett, eingesetzt werde kann, wurde innerhalb des For-
schungsprojektes analysiert.  
 
1.1 Hintergrund 
Die Durchsickerung von Erdbauwerken aufgrund hydraulischer Potentialunterschiede beein-
flusst deren innere und äußere Stabilität. Mögliche Versagensmechanismen resultieren u.a. 
aus Partikeltransport im Erdbauwerk, der zu einer Veränderung der Porenstruktur und somit 
zu einer Veränderung der hydraulischen und mechanischen Bodeneigenschaften führen 
kann. Die Nicht-Linearität und starke Kopplung der hydraulischen Transport- und damit indu-
zierten Strukturänderungsprozesse erschweren eine numerische Berechnung und Prognose 
der inneren Standsicherheit von Erdbauwerken. Bisherige numerische Modelle beschreiben 
i.d.R. nur Teilprozesse oder spezielle, kontrollierte Laborversuche. Erprobte kommerzielle 
Programme mit gekoppelten hydro-mechanischen Berechnungen basieren meist auf der 
Finite Elemente Methode und sind damit in ihrer Anwendung auf Fragestellungen, die Po-
renstruktur und Einzelkorngefüge betreffen, eingeschränkt (z.B. Plaxis, Abaqus).  
 
Zur Erweiterung bestehender kontinuumsmechanischer mathematischer Beschreibungen 
nach der Theorie Poröser Medien (TPM) (z.B. de Boer, 2000) wurden u.a. am Lehrstuhl 
Kontinuumsmechanik der Ruhr-Universität Bochum Ansätze entwickelt, in denen die poröse 
Struktur eines Bodenkörpers als Mehrphasenkontinuum dargestellt wird. Entsprechend der 
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Problematik der Beschreibung von Erosionsprozessen umfasst das Modell eine erodierbare 
Phase, eine feste Phase, sowie eine Fluid-Phase und eine Suspensions-Phase (z.B. Steeb 
und Scheuermann, 2012). Die Mikrostruktur des Bodens wird hierbei durch eine volumetri-
sche Quantifizierung der einzelnen Phasen auf die makrostrukturelle Betrachtung übertra-
gen. Innerhalb des Forschungsprojektes galt es, diese Ansätze zu verifizieren und zu erwei-
tern. 
Da das Grundmodell zur Beschreibung von hydraulisch induziertem Sedimenttransport be-
reits vorlag (Steeb et al., 2007), bestand die Fragestellung innerhalb des Forschungsprojek-
tes in der Anwendbarkeit des bestehenden Modells, der Erweiterung des bestehenden Mo-
dells und der Validierung und Verifizierung des bestehenden und erweiterten Modells.  
 
1.2 Bedeutung für die WSV 
Eine zuverlässige numerische Darstellung gekoppelter hydraulischer und geomechanischer 
Prozesse in Erddämmen ergänzt bestehende Stabilitätsberechnungen und Filterbemes-
sungsmethoden. Die Berücksichtigung der Mikrostruktur und kontinuumsmechanische mak-
rostrukturelle Berechnungsansätze ermöglichen die Simulation einsetzender Erosionspro-
zesse mit bestehenden Finite Elemente Programmen unter Einsatz relativ niedriger Rechner-
leistung. 
Aufgrund komplexer hydraulischer Belastungen an Wasserstraßen ist die Prognosefähigkeit 
der Standsicherheit für heterogene Böden schwer. Zur Gewährung der Stabilität bei neuen 
Deichen gibt es Filter- und Suffosionsregeln, die mit geometrischen Kriterien so ausgelegt 
sind, dass es zu keinen Schadensfällen durch Suffosion kommen kann. Dies kann u.U. zu 
einer Überdimensionierung führen. Andererseits gibt es bestehende Deiche bzw. Erdbau-
werke, die gegebenenfalls nicht vollständig suffosionssicher sind. Hier ergibt sich die Frage, 
ob und ab welcher Belastung es zu Schadensfällen kommen kann und ob entsprechend 
Gegenmaßnahmen zu treffen sind.  
Die numerische Simulation von hydraulisch induziertem Sedimenttransport kann somit zur 
Vorsorge, Prognose, Schadenserhebung, als auch zur wirtschaftlichen Errichtung von Erd-
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2 Theoretischer Hintergrund 
Zum besseren Verständnis der im Forschungsprojekt verwendeten Methoden sowie der 
Problematik des Feinstofftransportes in Porenskeletten, die Schwerpunkt der Arbeit ist, wer-
den sowohl grundlegende physikalische Prozesse und Begriffe als auch kontinuumsmecha-
nische Grundlagen erläutert.  
 
2.1 Suffosion 
Interne Bodenerosion ist der Oberbegriff für Arten des hydraulischen Materialtransportes in 
einem Erdbauwerk. Suffosion als Teilprozess der internen Bodenerosion beschreibt die 
Ablösung und den Transport von spannungsfreien, also frei im Boden liegenden Bodenfein-
teilen durch den Porenraum des festen, spannungstragenden Kornskeletts der groben Bo-
denfraktion (Abb. 1) (MMB, 2013). 
 
 
Abbildung 2: Schematische Darstellung von Suffosion – das linke Schema zeigt das Kornge-
füge vor, das rechte Schema das Korngefüge nach suffosivem Feinmaterialab-
trag (MMB, 2013) 
Der Abtrag von Feinanteilen führt zu erhöhter Porosität und somit zu erhöhter hydraulischer 
Durchlässigkeit. Aufgrund der lokal meist heterogenen Zusammensetzung von Erdstoffen 
und lokal variierenden hydraulischen Belastungen tritt Suffosion in einem Erdbauwerk auch 
in der Regel lokal auf. Dadurch können präferentielle Fließwege mit erhöhter Porosität ent-
stehen. Die Stabilität von Erdbauwerken kann hierdurch beeinträchtigt sein.   
Die Bestimmung des Suffosions-Potentials gilt als wichtiger Bestandteil der Dammnachsor-
ge. Zur Bestimmung des Suffosions-Potentials werden Filterregeln mit geometrischen Krite-
rien angewendet, bei denen anhand der Korngrößenverteilung geprüft wird, ob der Transport 
von Feinteilen durch das Bodengerüst theoretisch möglich ist (MMB 2013). Zusätzlich zu den 
geometrischen Kriterien ist zur Initiation von Suffosion eine entsprechende hydraulische 
Belastung notwendig. Da es für ein allgemeingültiges hydraulisches Kriterium bisher kein 
erprobtes Nachweisverfahren gibt, werden die geometrischen Kriterien unabhängig der tat-
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sächlich auftretenden hydraulischen Belastungen auf der sicheren Seite gewählt (MMB, 
2013). 
Abhängig vom Aufbau eines Erdbauwerkes kann die Suffosion einhergehen mit Kolmation. 
Dieser der Suffosion entgegengesetzte Prozess beschreibt die Anlagerung von Feinteilen in 
einem groben Kornskelett aufgrund geometrischer und hydraulischer Eigenschaften des 
Bodens. Kolmation führt zu einer Porenverstopfung, die zu lokalem Druckaufbau und somit 
erhöhter lokaler Belastung führen kann. 
 
2.2 Numerische Methoden 
Für die Simulation von hydraulisch induziertem Materialtransport sind verschiedene numeri-
sche Methoden einsetzbar. Viele dieser Methoden sind noch in der Entwicklung und werden 
meist im Rahmen von universitären Forschungsprojekten erprobt. Schwierigkeiten liegen 
insbesondere in der Berücksichtigung unterschiedlicher Prozessskalen. Zusätzlich gibt es je 
nach numerischer Methode große Schwierigkeiten in der Stabilisierung der mathematischen 
Gleichungen in einer numerischen Lösungsumgebung. Da die Methoden zum Großteil in der 
Entwicklung sind, sind auch eine Vielzahl von unterschiedlichen Programmen zum Lösen der 
Gleichungen in Entwicklung. Da diese meist fallspezifisch an einzelnen Instituten entwickelt 
werden, ist die Zugänglichkeit oft nicht gegeben. Im Folgenden werden Methoden vorgestellt, 
die derzeit in der Forschungslandschaft erprobt werden, und deren Anwendungsmöglichkei-
ten erörtert.  
 
2.2.1 Netzfreie Methoden  
Bei den netzfreien Methoden wird unterschieden in Diskretisierung und Darstellung von 
Einzelkörpern (Diskrete Elemente Methode), die meist zur Simulation granularer Medien 
eingesetzt wird und bewegliche Diskretisierungsmethoden, die hauptsächlich zur Strö-
mungssimulation eingesetzt werden, wie Smoothed Particle Hydrodynamics und die Lattice 
Boltzmann Methode. 
 
Diskrete Elemente Methode (DEM) 
Die DEM ist eine Partikelmethode, die auf Newton`s Bewegungsgesetzten basiert. Bei der 
DEM werden die zu betrachteten Körner als diskrete Elemente (Partikel) dargestellt. Die 
einzelnen Partikel sind nicht verformbar. Prinzipiell können Simulationen mit Einzelpartikeln 
jeder beliebigen Form  durchgeführt werden, wobei mit steigender Komplexität der Form die 
benötigte Rechenkapazität der Simulation steigt. Numerisch ist somit die Simulation runder 
Partikel am effizientesten. 
Zur Berücksichtigung der Interaktion mehrerer Partikel, ist in der DEM ein automatisierter 
Kontakt-Algorithmus und entsprechende Kontaktgesetze, die bei Interaktion aktiviert werden, 
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implementiert. Während einer Simulation können interpartikuläre Kontakte gebildet und auch 
gelöst werden. Zusätzlich können externe Kräfte, je nach eingesetzten Randbedingungen, 
auf die Partikel einwirken (Jakob und Konietzky, 2012).  
Je nach Partikelkomplexität und Partikelmenge ist die benötigte Rechenkapazität einer Simu-
lation, insbesondere im Vergleich zur Finiten Elemente Methode (FEM), hoch. Andererseits 
können mit der DEM Prozesse auf der Skala einzelner Bodenkörner simuliert werden. Zur 
Nutzung der Vorteile dieser Darstellung und einer möglichen Reduzierung der notwendigen 
Rechenkapazität, wird die DEM zur diskreten Simulation einzelner Körner häufig mit anderen 
Methoden, wie der FEM oder der Lattice Boltzmann Methoden zur Strömungssimulation 
gekoppelt (z.B. Bierawski und Maeno, 2006; El Shamy und Zeghal, 2005).  
 
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) 
Bei der SPH erfolgt die Diskretisierung der Modelldomäne anhand von frei beweglichen 
Partikeln. Dies erhöht Freiheitsgrade hinsichtlich Verschiebungen und großer Deformationen 
innerhalb des Modellgebietes. Jedes SPH Partikel hat einen Kern, dessen Eigenschaften mit 
einer Interpolationsfunktion beschrieben werden. Die physikalischen Partikeleigenschaften 
der Dichte, der Position und der Geschwindigkeit werden in jedem Zeitschritt in Zusammen-
spiel benachbarter Partikel rekalkuliert.  
Ursprünglich wurde die SPH Methode zur Simulation astrophysischer Phänomene entwi-
ckelt. Mittlerweile findet die Methode innerhalb verschiedener Fragestellungen der Fluiddy-
namik Anwendung. In der Geotechnik wird SPH aufgrund der Schwierigkeit der Implementie-
rung spezifischer Randbedingungen bisher erst wenig eingesetzt (z.B. in Bui et al., 2011).  
Nähere Informationen zu SPH und deren Anwendung in der Geotechnik können dem BAW 
FuE-Abschlussbericht des Projektes „Numerische Simulation von hydraulisch induziertem 
Feststofftransport im Übergangsbereich zwischen Boden und Wasser“ (Kumar, 2014) ent-
nommen werden. 
 
Lattice Boltzmann Methode (LBM) 
Bei der Lattice Boltzmann Methode gibt es eine Anzahl von Knotenpunkten und darüber 
gelegte Gitterzellen (die “Lattices”). An den Knotenpunkten werden Zustandsgrößen defi-
niert. Eine Änderungsregel definiert das Zusammenspiel der Knotenpunkte basierend auf 
den Informationen lokaler und benachbarter Punkte hinsichtlich Strömung und Kollision.  
Eine wichtige Charakteristika ist die Diskretisierung des Geschwindigkeitsraumes, d.h. Ge-
schwindigkeiten der Knotenpunkte sind an definierte Bewegungsrichtungen gebunden. Bei 
jedem Zeitschritt bewegen sich die Punkte analog der korrespondierenden Richtungen und 
nähern sich dem nächsten Gitternetzpunkt. Wenn mehr als einer dieser Punkte gleichzeitig 
den gleichen Gitterpunkt erreichen, wird ein implementiertes Kollisiongesetz angewendet, so 
dass die Punkte entsprechend der Erhaltungssätze für Masse und Momentum umverteilt 
werden (Jakob und Konietzky, 2012).  
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Die LBM wird bisher hauptsächlich in der Strömungsmechanik verwendet. Die LBM hat meist 
einen einfacheren Code als z.B. Finite Elemente Methoden. Im einfachsten Ansatz haben 
alle Punkte die Gleiche Masse und die Gitter haben gleichmäßige Abstände. 
 
2.2.2 Netzgebundene Methoden 
Die netzgebundenen Methoden sind insbesondere in der anwendungsorientierten numeri-
schen Modellierung stärker etabliert als die netzfreien Methoden. Insbesondere die Finite 
Elemente Methode kommt in vielen kommerziellen Programmen zu Simulationen in der 
Festkörpermechanik zum Einsatz.  
 
Finite Elemente Methode (FEM) 
In der Finiten Elemente Methode wird das Berechnungsgebiet in eine wählbare Anzahl finiter 
Elemente unterteilt. Sie beruht auf kontinuumsmechanischen Erhaltungssätzen. Die FEM 
liefert eine Näherungsfunktion für die exakte Lösung der aufgestellten Differentialgleichun-
gen, wobei Ansatzfunktionen innerhalb der Elemente definiert werden. Mit Definition von 
Anfangs- und Randbedingungen erhält man das numerisch zu lösende Gleichungssystem 
(Zienkiewicz, 2002). Die FEM ist geeignet zur Simulation von Bodenverhalten auf ingenieur-
technischer Skala. Lokale Versagensmechanismen oder große Deformationen können auf-
grund der numerischen Struktur nicht simuliert werden.  
 
Finite Volumen Methode (FVM) 
Bei der Finiten Volumen Methode werden Oberflächenintergrale über einzelne Volumenele-
mente, die die Berechnungsdomäne unterteilen, berechnet. In jeder Zelle gilt der Erhaltungs-
satz. Die FVM wird häufig in der numerischen Strömungssimulation eingesetzt, wo es zur 
Lösung der Euler- und Navier-Stokes Gleichungen genutzt wird. Hierbei werden in jedem 
Zeitschritt die Flüsse durch die Grenzen der Gitterzellen und somit die Veränderung der 
Zustandsgrößen über die Zeit in den Zellen berechnet (Jabier, 2005). 
 
Material Point Methode (MPM) 
Die Material Point Methode gilt als gemischte Methode, da sowohl ein Netz als auch beweg-
liche Materialpunkte eingesetzt werden. 
Bei der MPM werden Lagrangesche Materialpunkte durch ein Eulerisches Hintergrundnetz 
bewegt. Nach jedem Berechnungsschritt wird das Hintergrundnetz in die ursprüngliche Posi-
tion gesetzt, die Materialpunkte verbleiben in der berechneten Position. Die MPM ist aus der 
FEM heraus entwickelt, wobei die Bewegung von Materialpunkten auch die Simulation gro-
ßer Deformationen erlaubt (Chen und Brannon, 2002).  
 
   
Bundesanstalt für Wasserbau 
Numerische Simulation von hydraulisch induziertem Sedimenttransport 
BAW-Nr. A395 204 70005 – März 2015 
 
2.2.3 Kontinuumsmechanische Modelle 
Ein Großteil der Ansätze zur weiterführenden Simulation von Materialtransport in Erdbau-
werken richtet sich nach porenskaligen Betrachtungen zur Bestimmung von Porenkanälen 
und Porenengstellen, die eine Suffosion ermöglichen bzw. beschränken (z.B. Shire und 
O`Sullivan, 2013). Zur Betrachtung eines Erdbauwerkes ist es notwendig, diese porenskali-
gen Prozesse zu skalieren und auf ein Kontinuum zu übertragen. Hierbei sind i.d.R. porens-
kalige physikalische Prozesse stark zu vereinfachen und in aus Versuchen ermittelbare 
Materialparameter umzuwandeln.  
Bisher gibt es trotz mehrerer kontinuumsmechanischer Ansätze zur numerischer Simulation 
von hydraulischem Sedimenttransport und insbesondere von Suffosion in Erdbauwerken 
(z.B. Bonelli und Marot, 2008; Steeb et al., 2007; Uzuoka et al., 2012) noch kein anwendba-
res Modell, das zur Prognosefähigkeit der Stabilität suffosiver Erdbauwerke eingesetzt wer-
den kann. Dies liegt unter Anderem an dem noch sehr theoretischen Charakter der Modelle, 
den notwendigen empirischen Parametern zur Lösungsfindung, der Schwierigkeit der Mo-
dellvalidierung, sowie der Schwierigkeit der Simulation lokaler Prozesse, die oft hinsichtlich 
von Schadensverhalten vorherrschen. 
 
 
2.3 Theorie Poröser Medien 
Die Theorie poröser Medien (im Folgenden TPM) ist eine kontinuumsmechanische Methode, 
die zur Betrachtung gekoppelter Festkörper-Fluid-Probleme die Gebiete der klassischen 
Festkörpermechanik und der klassischen Fluidmechanik vereint. Sie setzt sich aus den Ele-
menten „Mischungstheorie“ und „Konzept der Volumenanteile“ zusammen.  
Die Mischungstheorie nach Truesdell und Toupin (1960) und Bowen (1980) ist eine homo-
genisierte Betrachtungsweise von Mehrphasenmaterialien. Der Mischungskörper wird als ein 
Ersatzkontinuum mit sich überlagernden und interagierenden Komponenten betrachtet. Hier-
bei wird keine innere Struktur und eventuelle komplexe Geometrie der Porenstruktur berück-
sichtigt. Daher wird die Mischungstheorie meist in der reinen Strömungsmechanik verwen-
det. Mit Erweiterung der Mischungstheorie um Volumenanteile der einzelnen Komponenten 
zur Beschreibung des Verhältnisses zwischen dem Volumen der Komponente und dem 
Gesamtvolumen ist die Beschreibung der lokalen Zusammensetzung der Mischung und auch 
deren Veränderung möglich (Ehlers, 1996; Greve, 2003). 
Hinsichtlich der geomechanischen Simulation wird das Geomaterial angenommen als porö-
ses Bodenskelett (Festkörpermechanik), dessen Poren mit einem oder mehreren Fluiden 
gefüllt sind (Fluidmechanik). Das mechanische Verhalten setzt sich aus den Eigenschaften 
aller Komponenten zusammen. Da die exakte Struktur des Porenraums und somit die exakte 
Lokalisierung der einzelnen Komponenten im Raum nicht bekannt ist, werden die Kompo-
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nenten als volumen-gekoppelte Aggregate innerhalb eines definierten Elementarvolumens 
betrachtet (Abb. 2) (Ehlers, 1996; Ehlers und Bloome 2000).  
 
Als kontinuumsmechanische Theorie besteht die phänomenologische Theorie Poröser Medi-
en aus den drei Bausteinen (Diebels, 2000) 
- Kinematik, die die Bewegungen der Phasen beschreibt 
- Bilanzgleichungen, beruhend auf den Erhaltungssätzen der Mechanik und  
- Konstitutivtheorie, die stoffspezifisches Verhalten beschreibt und das bestehende 
Gleichungssystem schließt. 
 
Im Folgenden werden die konzeptuellen und mathematischen Grundlagen der TPM, insbe-




Besteht ein Material aus „n“ Komponenten, so sind die Volumenanteile „nα“ der Bodenbe-
standteile „α” die Anteile der Volumen des Bestandteils innerhalb eines definierten Gesamt-
bodenvolumens, des sog. Repräsentativen Elementarvolumens (REV).  
Das REV ist ein Elementarvolumen, über das die mikroskaligen Heterogenitäten gemittelt 
und somit makroskalige Bodenparameter angewendet werden können. Die Größe eines 
REV richtet sich nach Art des Mediums und insbesondere der Heterogenität des Mediums. 
Das Elementarvolumen muss hierbei groß genug gewählt werden, um die Heterogenität als 
Mittelung über das Gesamtvolumen annehmen zu können und klein genug, dass u.U. unter-
schiedliche Kompartimente mit unterschiedlichen Werten der makroskaligen Prozesse ein-
gesetzt werden können (Abb. 2). Das REV dient in der Kontinuumsmechanik der Definition, 
anhand deren mathematische Gleichungssysteme aufgestellt werden, die für das makroska-
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Abbildung 2: Konzept der Größe eines Repräsentativen Elementarvolumens (Bear, 1978) 
Betrachtet man ein aus verschiedenen Komponenten bestehendes REV, so resultiert das 
Volumen „V“ des Körpers „B“ aus der Summe der Partialvolumina der einzelnen Komponen-
ten „Vα“ 
 𝑉 = ∑ 𝑉𝛼𝛼           (1) 
oder  𝑉 = ∑ 𝑑𝑑𝐵       (2) 
 
 
mit den Volumenanteilen „n“ der einzelnen Komponenten „α“ 
 𝑛𝛼 ≔ 𝑑𝑑𝛼𝑑𝑑         (3) 
 
 
Betrachtet man den einfachen Fall eines wassergesättigten Bodens, so werden die Phasen 
des Feststoffes und des Fluids unterschieden und entsprechend ihrer Volumenanteile aufge-
stellt (Abb. 3). 
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2. Die Zufuhr σ innerhalb des Körpervolumens, wobei die Ursache für die Zufuhr 
außerhalb des Körpers zu suchen ist (Fernwirkung), und 
3. Die Produktion Ψ�  innerhalb des Körpervolumens. Im Gegensatz zur Zufuhr ist 
die Ursache der Produktion im Fall überlagernder Kontinua innerhalb des Mi-





Abbildung 5: Schema zur Bildung einer Masterbilanz im überlagerten Kontinuum (nach Die-
bels, 2000) 
Betrachtet man ein Mehrphasenkontinuum, so sind Wechselwirkungen zu berücksichtigen, 
die einen möglichen Austausch der jeweiligen physikalischen Größe unter den Konstituie-
renden beschreibt (Diebels, 2000).  
Diese Aufstellung erfolgt unter Berücksichtigung der Metaphysischen Prinzipien von Trues-
dell (1957): 
1. Die Eigenschaften der Mischung sind eine mathematische Konsequenz der Eigen-
schaften der einzelnen Konstituierenden. 
2. Berücksichtigt man die Interaktion der Konstituierenden mit den anderen Konstituie-
renden, so kann man gedanklich die Konstituierende aus der Mischung heraus lösen, 
um ihre Bewegung zu ermitteln. 
3. Die Bewegung der Mischung wird durch dieselben Gleichungen beschrieben wie ein 
einphasiger materieller Körper. 
 
Im Speziellen heißt das für die einzelnen Bilanzen (Diebels, 2000): 
Die Massenbilanz einer einzelnen Konstituierenden sagt aus, dass die Massenänderung 
einer Phase durch den Austausch mit einer anderen Phase im Gleichgewicht stehen muss.  
Bei der Impulsbilanz einer Konstituierenden wird die Änderung des Impulses mit den ein-
wirkenden Kräften von außen (Volumenkräfte und Kräfte am Rand des materiellen Körpers) 
und der Wechselwirkungskräfte zwischen den verschiedenen Konstituierenden bilanziert.  
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Im Rahmen der Drehimpulsbilanz einer Konstituierenden wird die Änderung des Drehimpul-
ses mit den von außen einwirkenden Momenten und den sogenannten Wechselwirkungs-
momenten zwischen den verschiedenen Konstituierenden bilanziert. 
Die Energiebilanz ist insbesondere für thermomechanische Fragestellungen wichtig. Die 
Bilanzierung erfolgt durch die verrichtete mechanische und thermische Leistung der einzel-
nen Konstituierenden.  
 
2.3.4 Konstitutivtheorie 
Da nach der Aufstellung der Bilanzgleichungen mehr unbekannte Variablen als zu lösende 
Gleichungen im Gleichungssystem vorhanden sind, sind zur Lösung der verbleibenden Vari-
ablen, also zur Schließung des Gleichungssystems, Konstitutivgleichungen nötig.  
Je nach Fragestellung können dies z.B. bodenmechanische Stoffgesetze, Sickergesetze, 
oder Thermo-Diffusions-Gesetze sein.  
 
2.3.5 Die Anwendung der TPM zur Beschreibung von Materialtransport 
In der Literatur sind mehrere Ansätze der kontinuumsmechanischen Formulierung zur nume-
rischen Simulation von hydraulisch induziertem Materialtransport anhand der Theorie porö-
ser Medien zu finden. Die Unterschiede der Methoden liegen sowohl in der Definition der 
Phasen als auch in der Formulierung der Konstitutivbeziehungen.  
Insbesondere zur Beschreibung der Konstitutivbeziehungen ist grundsätzlich zu unterschei-
den, ob es sich um Ansätze zur Beschreibung von kohäsivem oder kohäsionslosem Feinma-
terial handelt. Zur Beschreibung von kohäsivem Feinmaterial werden die Grenzflächen zwi-
schen den Phasen Festkörper, Feinmaterial und Fluid betrachtet (z.B. Golay und Bonelli, 
2011). Ansätze zur Beschreibung des Transports von kohäsionslosem Feinmaterial sind z.B. 
zu finden in Steeb et al. (2007), Uzuoka et al. (2012) und Zhang et al. (2013). Grundsätzlich 
haben die Autoren in den Arbeiten ähnliche Ansätze gewählt, wobei die Arbeiten von Steeb 
(2007) einen detaillierteren theoretischen Hintergrund geben. Die Arbeiten von Uzuoka 
(2012) und Zhang (2013) zielen auf die Anwendung des Modells auf Feldskala und insbe-
sondere auf die Simulation der Durchströmung eines Erdbauwerkes. Die zugrundeliegenden 
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3 Methoden  
In Zusammenarbeit mit dem Lehrstuhl Kontinuumsmechanik der Ruhr-Universität Bochum 
wurden bestehende mathematische Beschreibungen zur Simulation interner Erosion in Erd-
bauwerken anhand der TPM diskutiert, getestet und entsprechend der Fragestellung erwei-
tert. Die Grundlagen der Methode liegen in der Erstellung eines thermodynamisch konsisten-
ten Gleichungssystems unter Berücksichtigung der unterschiedlichen Phasen eines Boden-
Wasser-Gemischs. Zur numerischen Implementierung des mathematischen Konzeptes wird 
das Finite Elemente Programm COMSOL Multiphysics® verwendet. Bestehende und entwi-
ckelte Modellansätze wurden anhand von Mess- und Erfahrungswerten aus Versuchen und 
der Praxis evaluiert.  
 
3.1 Suffosionsmodell  
Insgesamt ist der physikalische Prozess des hydraulisch induzierten Sedimenttransportes in 
Erdbauwerken sehr komplex, insbesondere wenn natürliche Böden verschiedener mechani-
scher Eigenschaften, sowie die hydromechanischen Wechselwirkungen innerhalb eines 
Erdbauwerkes mit verschiedenen Schichten betrachtet werden. Daher sind für die innerhalb 
des Forschungsprojektes durchgeführten Untersuchungen Annahmen getroffen, die unter 
Umständen nicht den natürlichen Umständen entsprechen: 
- Der Boden wird als vollgesättigt angenommen. Eine Gasphase wird somit nicht be-
rücksichtigt. Die Phasen können daher als inkompressibel angenommen und die 
Massenanteile der Phasen als reine Volumenanteile berücksichtigt werden. 
- Die erodierbaren Feinkornanteile sind kohäsionslos. Der Feinkornanteil wird als 
Feinsand angenommen. 
- Der gesamte Anteil des Feinmaterials ist erodierbar. Geometrische Kriterien zum 
Rückhalt der Feinkörner werden nur vor der Simulation zur Bestimmung des erodier-
baren Feinkornanteils berücksichtigt. Innerhalb des Suffosionsmodells werden nur 
hydraulische Kriterien zum Feinkorntransport berücksichtigt. 
 
Das als Grundlage für die weiteren Arbeiten verwendete Suffosionsmodell nach Steeb 
(2010) ist anhand der Theorie Poröser Medien aufgestellt. 
 
Zur Simulation des Abtrags von Boden-Feinteilen werden folgende Bodenanteile definiert: 
- Der Festkörper, gebildet aus dem grobkörnigen Bodenskelett, ns 
- Die in dem Bodenskelett liegenden Feinteile, nsa 
- Das reine Fluid, das durch den Porenraum des Bodenskeletts fließt, nf  
- Die Feinteile, die sich in Bewegung befinden und mit dem Fluid abgetragen werden, 
nfa 
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Der Prozess der Suffosion ergibt sich aus einem Phasenaustausch zwischen den Feinteilen, 
die im Bodenskelett liegen und somit dem Festkörper zugeordnet werden (nsa) und der Pha-
se der mit dem Fluid transportierten Feinteile (nfa), die entsprechend den Bewegungsglei-
chungen des Fluid zugeordnet werden. Dieser Phasenaustausch resultiert in eine Änderung 
der Porosität und folglich in eine Änderung der hydraulischen Eigenschaften des Systems 





Abbildung 6: Schematische Darstellung des 4-Phasen Systems zur kontinuumsmechani-
schen Beschreibung von Suffosion 
 
3.1.1 Volumetrische Beschreibung 
Zur volumetrischen Beschreibung des 4-Phasen-Systems werden wie bereits in Kapitel 2.3.1 
beschrieben Ersatzvariablen herangezogen.  
Die Porosität ɸ ergibt sich aus den Volumenanteilen des Fluids nf und der im Fluid suspen-
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Der Volumenanteil der gesamten Feststoffphase nst ergibt sich aus den Volumenanteilen der 
Phasen des grobkörnigen Feststoffskeletts ns und der Feinkornanteile, die nicht im Fluid 
gelöst sind und daher noch nicht transportiert werden, potentiell aber transportiert werden 
können nsa. 
 𝑛𝑠𝑠 = 𝑛𝑠 + 𝑛𝑠𝑓 = 1 − 𝜙     (6) 
 
Die erodierbaren Feinteile a sind definiert als der Volumenanteil der Feststoffphase, der 
theoretisch gelöst und transportiert werden kann. 
 𝑎 = 𝑛𝑠𝑠𝑛𝑠𝑠        (7) 
 
Die Konzentration der gelösten Feinteile im Fluid c ist der Anteil der gelösten Feinteile an der 
Porosität. 
 𝑐 = 𝑛𝑠𝜙         (8) 
 
Anhand der formulierten Volumeneinheiten kann nun das Gleichungssystem zur Beschrei-
bung der Suffosion aufgestellt werden. 
 
3.1.2 Bilanzgleichungen 
Unter Berücksichtigung der Bilanzgleichungen (s. Kapitel 2.3.3) wird ein Gleichungssystem 
aufgestellt, das den Abtrag und Transport der Feinanteile, also den Suffosionsprozess und 
die damit verbundenen Systemänderungen beschreibt. 
Die Herleitung des Gleichungssystems ist detailliert beschrieben in Steeb & Diebels (2003) 
und Steeb und Scheuermann (2012). Zusätzlich wird das Gleichungssystem beschrieben in 
Arbeiten zu Simulation der der Suffosion entgegen gerichteten Filtration (Schauffler et al., 
2013). Das zur Beschreibung von FIltration verwendete Modell gleicht dem Suffosionmodell 
in den Bilanzgleichungen und der Kinematik. Lediglich der Austauschterm, in diesem Fall zur 
Beschreibung der Phasenänderung von im Fluid gelösten Feinteilen zu am Festkörper an-
haftenden Feinteilen weist andere Parameter auf als im Suffosionsmodell.  
 
Die zentrale Aussage des Suffosionsmodells ist der Abtrag der Bodenfeinteile, der mit einem 
Austauschterm zur Definition des Massenaustausches zwischen den Phasen der dem Fest-
körper zugehörigen angelagerten Feinteile und dem Fluid zugehörigen suspendierten Fein-
teile 𝑛�𝑠𝑓 zu einer Veränderung der Porosität führt: 
 −𝜕𝑠𝜙 = 𝑛�𝑠𝑓       (9) 
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Der Abtrag der Feinteile ist ebenfalls definiert als Änderung des Volumenanteils der Phase 
der am Festkörper liegenden Feinteile a. Der Anteil dieser Phase ist somit ebenfalls direkt an 
die Porosität gekoppelt, d.h. die Änderung der Porosität entspricht der Änderung des dem 
Festkörper zugeordneten Feinkornanteils: 
 
(1 − 𝜙)𝜕𝑠𝑎 + (1 − 𝑎)𝜕𝑠𝜙 = 0      (10) 
 
Das Fluid bzw. die lokale Bilanz der Fluidphase ist gegeben durch die Sickergeschwindigkeit 
q: 
 𝑑𝑑𝑑 𝒒 = 0       (11) 
 
Die Konzentration der im Fluid suspendierten Feinteile ist zum einen durch den lokalen Pha-
senübergang der dem Feststoff zugehörigen Feinteile zu den im Fluid suspendierten Feintei-
le direkt an die Änderung der Porosität gekoppelt, zum anderen werden die Feinteile mit dem 
Fluid transportiert, so dass der Konzentration ebenfalls die durch die Sickergeschwindigkeit 
des Fluids q transportierten Feinteile zugerechnet werden müssen:  
 𝜕𝑠(𝜙𝑐) − 𝜕𝑠(𝜙) + q ∙ div 𝑐 = 0     (12) 
 
3.1.3 Konstitutivgleichungen 
Wie bereits in Kapitel 2.3.4 erläutert, sind aufgrund der Anzahl der unbekannten Variablen 
Konstitutivgleichungen notwendig, um das Gleichungssystem der Gleichungen (9), (10), (11) 
und (12) zu schließen. 
Im einfachen Suffosionsmodell, das nur die Hydraulik und keine Bodenmechanik berücksich-
tigt, sind Konstitutivgleichungen für die Sickergeschwindigkeit q und den Phasenaustausch-
term n�sa zu definieren.   
Die Sickerströmung wird im Folgenden mit einem Darcy-Ansatz definiert: 
 𝑞 = − 𝑘𝑠𝜇𝑓𝑓 (𝑔𝑔𝑎𝑑 𝑝 − 𝜌𝑓𝑓𝒃)     (13) 
 
Hierbei ist ks die intrinsische Durchlässigkeit, µfR die Fluidviskosität, ρfR die Fluiddichte und b 
Volumenkräfte, wie z.B. die Gravitationskraft. 
Die intrinsische Durchlässigkeit ks wird in Abhängigkeit der Porosität mit einem Kozeny-
Carman Ansatz beschrieben: 
 𝑘𝑠 = 𝑘𝑠0 ∗ � 𝜙3(1−𝜙)2� ∗ �(1−𝜙0)2𝜙03 �      (14) 
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Der Austauschterm zur Definition des Abtrags von Feinanteilen wird folgendermaßen defi-
niert (Sakthivadivel und Imray, 1966; Steeb, 2011): 
 𝑛�𝑠𝑓 = Λ �𝜙0𝜙 �𝑚 |𝑞|      (15) 
 
Es ist zu beachten, dass dieser Austauschterm den eigentlichen Suffosionsprozess be-
schreibt und hierfür hauptsächlich empirische Materialparameter - Λ und m - verwendet 
werden. Zur besseren Definition eines solchen Austauschterms wurden daher im Rahmen 
dieses Forschungsprojektes Mikrozellenversuche durchgeführt (Kapitel 3.3 und 4.4). 
Ausserdem ist zu berücksichtigen, dass der Suffosionsterm rein hydraulisch ausgerichtet ist. 
Es wird bei dem Modell davon ausgegangen, dass alle als Phase „a“ definierten Feinteile 
ohne geometrische Restriktionen des Festkörperskeletts abgetragen werden können. 
 
3.1.4 Partielle Differentialgleichungen 
Zur Aufstellung des gekoppelten Gleichungssystems zur Lösung von Fragestellungen des 
hydraulischen Materialtransports und zur Implementierung in z.B. ein Finite-Elemente-
Programm wird aus den Gleichungen (9) – (12) ein System partieller Differentialgleichungen 
aufgestellt. Das Gleichungssystem wird nach den unbekannten Feldvariablen Porosität, 
Konzentration an Feinteilen im Fluid und Fluid-Druck gelöst. 
Zur Implementierung in ein Finite Elemente Programm werden die Gleichungen in ihrer 
schwachen Form aufgestellt, d.h. die Formelkomponenten werden mit einer Testfunktion δ multipliziert und über die Domäne v integriert:  
 
Abhängige Variable Porosität ɸ: 
 ∫ [𝜕𝑠(𝜙) + 𝑛�𝑠𝑓] 𝐵 𝛿𝜙 d𝑑 = 0      (16) 
 
Abhängige Variable Konzentration c: 
 ∫ [𝜕𝑠(𝜙𝑐) − 𝜕𝑠(𝜙) + 𝒒 ∙ grad𝑐] 𝐵 𝛿𝑐 d𝑑 = 0     (17) 
 
Abhängige Variable Fluiddruck p: 
 ∫ 𝒒 ∙ grad𝑝 𝑑𝑑 = ∫ 𝑞 𝛿 𝑝 d𝑎 𝜕𝐵 𝐵       (18) 
 
Für das aus den drei abhängigen Variablen aufgestellte Modell müssen Anfangsbedingun-
gen (t0: ɸ, c, p) definiert werden. Zusätzlich muss die Anfangsbedingung für den Anteil der im 
festen Bodenskelett vorhandenen Feinteile a definiert werden, um den Feststoffabtrag auf 
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diese Menge zu begrenzen. Als Randbedingung werden Dirichlet-Randbedingungen für 
skalare Randwerte bzw. Neumann-Randbedingungen für definierte Darcy-Flüsse aufgestellt, 
um eine eindeutige Lösung zu erhalten.  
 
Für die Änderung der anhaftenden Feinteile, die an die Änderung der Porosität gekoppelt ist, 
gilt folgende Formulierung: 𝑎 = 𝑓0∗(1−𝜙0)+𝜙0−𝜙1−𝜙       (19) 
 
3.1.5 Modellerweiterung  
Das oben und in Steeb und Scheuermann (2012) beschriebene Grundmodell wurde im 
Rahmen dieses Forschungsprojektes um eine Deformationsgradienten zur Berücksichtigung 
bodenmechanischer Eigenschaften des groben Festkörperskeletts erweitert. Zur einfacheren 
Implementierung in Comsol wurde ein linear-elastisches Bodengesetz verwendet. Zur Im-
plementierung wurde mit der Verschiebung u bzw. den Verschiebungsgradienten u (x, y) 
eine weitere abhängige Variable eingeführt. Hierbei wurde der Ansatz nach Biot zur Berück-
sichtigung zur Kopplung der Deformation und der Fluidporendrücke verwendet (Zienkiewicz 
und Shiomi, 1984). 
Die Verformung des Bodenskeletts wird mit folgender Gleichungs eingeführt: 
 −𝑑𝑑𝑑(𝝈�𝐸𝑠 − 𝑝𝑰) = 𝜌𝒃      (20) 
 
Hierbei sind 𝝈�𝐸𝑠  der Gesamtspannungstensor, p der Fluiddruck, I die Einheitsmatrix, ρ die 
Dichte und b auf den Körper einwirkende Volumenkräfte.  
Der Einfluss der Verformung des Bodenskeletts auf den Fluiddruck wird mit Einführung des 
transienten Verschiebungsgradienten des Festkörpers vs berücksichtigt: 
 𝑞 div grad 𝑝 + div𝒗𝒔      (21) 
 
Zur Implementierung in Comsol wurde entsprechend die schwache Form der partiellen Diffe-
rentialgleichung für die Festkörperverschiebung u eingeführt:  
 ∫ (𝜎𝐸𝑠 − 𝑝𝑝) grad 𝛿𝛿𝛿 𝑑𝑑 = 0 𝐵      (22) 
 
Zusätzlich wurde der aus einer Deformation resultierende Fluidporendruck für Gleichung (18) 
berücksichtigt und diese Gleichung entsprechend erweitert: 
 ∫ 𝒒 ∙ grad𝑝 + div𝒗𝒔 𝑑𝑑 = ∫ 𝑞 𝛿 𝑝 d𝑎 𝜕𝐵 𝐵     (23) 
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Die Spannungs-Dehnungs-Beziehung wurde mit dem Hookeschen Gesetz folgendermaßen 
beschrieben:  𝜎 = 𝐸 ∙ 𝜀      (24) 
 
Hierbei steht E für das Elastizitätsmodul. 
 
3.2 Comsol Multiphysics  
Zur Lösung der partiellen Differentialgleichungen (Gleichung (20) – (22)) kann das Suffosi-
onsmodell in einen Finite Elemente Code implementiert werden.  
Comsol Multiphysics ist eine kommerzielle Finite Elemente Software. Zur Lösung der Diffe-
renzialgleichungen wird eine diskontinuierliche Galerkin Methode als numerisches Verfahren 
zur näherungsweisen Lösen von Operatorgleichungen verwendet. Comsol Multiphysics ist 
als modulares System aufgebaut, in dem verschiedene vordefinierte Anwendungsmodule zur 
Lösung bekannter physikalischer Phänomene kombiniert werden können. Dies findet insbe-
sondere in Fragestellungen der Festkörper- und Fluidmechanik Anwendung. 
Das Basis-Programm in Comsol Multiphysics bietet grundsätzliche numerischen Pre- und 
Postprocessing Strukturen, sowie Grundmodelle aus den Bereichen Thermo- und Fluiddy-
namik. Zusätzliche Module sind aus unterschiedlichen Bereichen erwerbbar. Weiterhin bietet 
Comsol die Möglichkeit, über ein im Basis-Programm enthaltenes mathematisches Modul 
eigene Differentialgleichungen zu implementieren und somit eigene Gleichungssysteme von 
abhängigen Variablen zu definieren und zu lösen (Comsol, 2012). Hierbei wird für jede zu 
lösende abhängige Variable eine Gleichung und entsprechend der Fragestellung Anfangs- 
und Randbedingungen aufgestellt.  
 
3.2.1 Randwertprobleme 
Es wurden Simulationen zur Modellverifizierung durchgeführt, um die Abhängigkeiten der 
Variablen zu testen und zu kontrollieren. Hierfür wurden quasi-1-dimensionale Geometrien 
mit einer Breite von 0,1 m und einer Höhe von 1 m verwendet (Abb. 7). Zur quasi-1-
dimensionalen Simulation wurde eine horizontale gleichmäßige Gebietsdiskretisierung ge-
wählt (Abb. 8). 
Für die einfache Modellverifizierung wurden die Flussraten für alle abhängigen Variablen an 
den Seitenrändern mit 0 festgelegt. Ebenso wurde der obere Rand für die Konzentration c 
und für die Porosität ɸ mit einer Flussrate von 0 belegt (Abb. 8). Für den Druck p wurde eine 
Dirichlet-Randbedingung, also ein vorgeschriebener Druck angelegt. Am unteren Rand wur-
de für p ebenfalls eine Dirichlet Randbedingung angelegt. Durch den somit angelegten 
Druckgradienten über die Gesamthöhe der Modelldomäne kommt es zu einer Durchströ-
mung innerhalb der Modelldomäne quy von oben nach unten. Für die abhängige Variable c 
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gilt am unteren Rand eine an die Fluidströmung quy gekoppelte Flussrandbedingung. Die 
Anfangsbedingungen für Druck p0 und Konzentration c0 wurden bei den Simulationen gleich 
0 in der gesamten Modelldomäne gesetzt. Die Anfangsporosität ɸ0 wurde in den Simulatio-
nen zur Modellverifikation mit 0,34 festgelegt, der Anfangswert der abtragbaren Feinteile a0 
mit 0,2. Die Werte der unabhängigen Variablen, die in Comsol über ein Definitionsmodul 
festgelegt werden, sind in Tabelle 1 gelistet.  
Mit dem Modellaufbau sollte gezeigt werden, dass mit dieser Durchströmung Feinteile a 
abgelöst werden, sich die Porosität ɸ erhöht und die Konzentration c der Feinteile mit dem 
Fluidfluss q mitgetragen wird. 
In einem weiteren Testlauf wurde für die Verschiebung u in y-Richtung (u2) eine Dirichlet-
Randbedingung, also eine vorgeschriebene Deformation am oberen Rand angelegt, um die 
Kopplung des Verschiebungsgradienten mit den anderen abhängigen Variablen zu verifizie-
ren. 
Für eine anschließende Sensitivitätsanalyse hinsichtlich der abgetragenen Feinteile a bzw. 
der Änderung der Porosität wurden die Materialparameter des Austauschterms,  Λ und m, 
die Anfangsdurchlässigkeit ks0, die Anfangsporosität ɸ0, sowie die Höhe des Druckgradienten 
durch Änderung der oberen Randbedingung p, variiert. Jeder Parameter wurde im Bereich 
+/- 10 % und +/- 50 % variiert. 
Die Sensitivität wurde berechnet aus dem Quotienten der Differenz der ursprünglichen und 
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Abbildung 7: Grundstruktur der Software Comsol mit der zur Verifizierung des Suffosionsmo-
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3.2.2 Permeameterversuche  
Zur weiteren Modellvalidierung und –kalibrierung wurden Elementversuche aus der Literatur 
herangezogen. Elementversuche zur Bestimmung des suffosiven Verhaltens von granularen 
Materialien wurden mit unterschiedlichen Messeinrichtungen durchgeführt. Bekannte Versu-
che, bei denen der Austrag von Feinmaterial in Abhängigkeit des hydraulischen Druckes 
gemessen wurde, wurden von Skempton und Brogan (1994) durchgeführt. Ähnliche Versu-
che führte auch Sterpi (2003) durch. Hier wurde eine 0,14 m hohe Zelle von unten nach oben 
durchströmt, der Materialaustrag wurde im Ausfluss gemessen (Abb. 9). Die Versuche wur-
den in Comsol Multiphysics entsprechend der gegebenen Anfangs- und Randbedingungen 




Abbildung 9: Kleine Permeameter-Versuche zur Modellvalidierung (Sterpi, 2003) 
 
Am geotechnischen Institut der University of British Columbia wurden große Permeameter-
Versuche mit einer Höhe von bis zu 0,60 m entwickelt, mit denen nicht nur ein Austrag von 
Feinmaterial, sondern die Vorgänge in der Bodensäule durch Druckmessungen in unter-
schiedlichen Höhen der Bodensäule, gemessen werden können (Abb. 10) (Moffat und Fan-
nin, 2006). Im Versuchsablauf wird die zu testende Bodenprobe bzw. das aus Glaskugeln 
bestehende Ersatzmaterial mit einer Auflast von oben belastet. Dann wird das Material durch 
Anlegen steigender hydraulischer Gradienten von oben nach unten durchströmt. Eine 
Durchströmung von unten nach oben ist im Versuchsaufbau auch möglich, wurde für die 
Modellierungen jedoch nicht berücksichtigt. 
In Comsol wurde die Modellgeometrie entsprechend der anfänglichen Probenhöhe verwen-
det. Die Anfangsbedingungen wurden mit einem Anfangsdruck p0=0, einer Anfangskonzent-
ration gelöster Feinteile c0=0, einer Anfangsverschiebung u10, u20=0 und einer Anfangsporo-
sität entsprechend der Versuche von 0,34 gewählt. Die Auflast in den Versuchen wurden mit 
einer Dirichlet-Randbedingung der Verschiebung in y-Richtung u2 am oberen Rand simuliert. 
Der angelegte hydraulische Gradient zur Simulation der Durchströmung wurde entsprechend 
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reservoir. Da das Modell keine Gasphase berücksichtigt, wird zur Vereinfachung angenom-




Abbildung 12: Modellaufbau zur Simulation einer Dammdurchströmung (Zhang et al., 2013) 
 
Die Anfangsporosität ɸ0 liegt für alle drei Materialien bei 0,31, die Anfangskonzentration 
gelöster Feinteile c0 ist 0. Der Anfangsdruck p0 ist in der gesamten Modelldomäne hydrosta-
tisch.  
Zur Initiierung der Durchströmung wird am Rand AEK ein Druck entsprechend der relativen 
Höhe zur Wasserfläche angelegt. Entlang dem Rand ABCD wird eine Dirichlet-
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3.3 Versuche zur Erweiterung des Austauschterms  
Zum besseren Verständnis der dem Ein- und Austrag von Feinteilen in ein Grobskelett zu-
grunde liegenden physikalischen Prozesse, und deren Implementierung in einen Austausch-
term, wurden Mikrozellenversuche entwickelt und durchgeführt (Pfletschinger-Pfaff et al., in 
prep.). Im Zuge der Untersuchungen wurde zwei verschiedene Strukturanordnungen zur 
Definition des Strömungsfeldes verwendet. Beide Strukturanordnungen sind in der Zellfläche 
homogen und unterscheiden sich lediglich im Anströmwinkel. Beide Gesamtstrukturen haben 
die gleiche Porosität, jedoch unterschiedliche Tortuositäten und somit leicht unterschiedliche 
hydraulische Leitfähigkeiten. 
Die beiden homogenen Zellstrukturen wurden mit Hilfe einer CNC-Fräse aus Acrylglasblö-
cken hergestellt. Die Strömungskanäle wurden mit einer Breite von 1 mm gefräst. Die Höhe 
der Kanäle bzw. der Zellen wurde 0,1 mm größer als der Durchmesser der Versuchspartikel 
gewählt, so dass ein 2-dimensionaler Partikeltransport in den Versuchen gewährleistet war 
und es zu keinen Partikelüberlagerungen kam. Die quadratischen Strukturen mit einer Sei-
tenlänge von 2 mm wurden in Struktur 1 mit der breiten Seite in Strömungsrichtung angeord-
net, in Struktur 2 wurde die Gesamtstruktur um 45 Grad gedreht (Abb. 13). Dies führt über 
den Tortuositätsfaktor zu einer Minderung der intrinsischen Permeabilität um den Faktor 
0,7071 für einen einzelnen Strömungskanal in Struktur 2. Der Tortuositätsfaktor ist definiert 
über das Quadrat aus dem Verhältnis der kürzesten Distanz in Strömungsrichtung zur effek-
tiven Strömungslänge bzw. aus dem Mittel des lokalen Kosinus zwischen Strömungsrichtung 
und kürzester Distanz (Carman, 1937; Bear, 1972). Es bleibt zu beachten, dass der Tortuosi-
tätsfaktor nur für die Kanäle in Strömungsrichtung gilt, in Struktur 1 wurden somit die Neben-
kanäle nicht berücksichtigt. Bei Betrachtung der Gesamtstruktur sind die Permeabilitäts- und 
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Die gesamten Versuchszellen haben neben der Struktur zur Beobachtung des Partikeltrans-
portes einen Ein- und Auslass für das Strömungsfluid, einen Einlass für die Partikel, einen 
Homogenisierungsbereich vor der Struktur und einem Beruhigungsbereich zum Absetzten 
der Partikel hinter der Struktur (Abb. 13). 
Vor Versuchsbeginn wurde die Zelle mit entionisiertem und entgastem Wasser gesättigt. 
Ebenso wurden die Versuche mit entionisiertem und entgastem Wasser durchgeführt. 
Versuche wurden mit Partikeln mit den Durchmessern 0,4 – 0,5 mm (Glaspartikel) und 0,1 – 
0,2 mm (Keramikpartikel) durchgeführt. Für beide Partikelgrößen entsprach dies einem Par-
tikel – Kanaldurchmesser Verhältnis zwischen 0,1 und 0,6, d.h. theoretisch können alle Par-
tikel die Kanäle passieren, es kann jedoch zur Brückenbildung oder Blockierung durch meh-
rere Partikel in einem Kanal kommen (Khilar und Fogler, 1998). Die Partikelzufuhr erfolgte 
über eine an der Zelle angebrachte 2 ml Spritze. Die Partikel in der Spritze wurden vor Ver-
suchsbeginn mit entionisiertem und entgastem Wasser gesättigt.  
Die Partikelzufuhr wurde über einen hochauflösenden Linearaktuator, der mit einem Schritt-
motor gesteuert wurde, kontrolliert. Mit dem gleichen Aufbau wurde die Fluidzufuhr kontrol-
liert. Das Fluid wurde über eine 50 ml Spritze in die Zelle injiziert. Die Versuche wurden mit 
Strömungsraten zwischen 0,1 und 0,4 ml/s durchgeführt. 
Die Zelle wurde an einem Rahmen befestigt. Unter der Zelle wurde eine Lichtquelle ange-
bracht. Über der Zelle wurde eine Kamera zur kontinuierlichen Aufnahme der Zellstruktur 
angebracht.  
Die Versuche wurden hinsichtlich Partikelmengen, Partikeltransport und Anhaftungsmecha-
nismen, sowie Strömungslinien und Geschwindigkeiten der Partikel ausgewertet. 
Zur Auswertung der Strömungslinien und der Geschwindigkeiten wurde mit automatischen 
und manuellen Particle Tracking Tools auf der Java basierten Plattform ImageJ gearbeitet 
(Ferreira and Rasband, 2012). Automatisiertes Partikel Tracking wurde mit dem Programm 
„Particle Tracker“ durchgeführt (Sbalzarini and Koumoutsakos, 2005). Zur Bestimmung exak-
ter Geschwindigkeiten wurden zusätzliches manuelles Tracking mit dem Programm 
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Abbildung 16: Sensitivität einzelner Modellparameter hinsichtlich der Erosionsdynamik ge-
messen anhand der Änderung der Porosität und des Feinteilabtrags  
Die Modellierungen zur Modellvalidierung und die Sensitivitätsanalyse zeigten die Wichtigkeit 
der Bestimmung der intrinsischen Durchlässigkeit des zu simulierenden Materials. Hierbei ist 
zu beachten, dass der Bereich der simulierbaren Durchlässigkeiten durch die Numerik be-
schränkt ist, da es bei Durchlässigkeiten ab 8*10-7 m/s zu Instabilitäten im Modell mit der 
Software Comsol kommt.  
 
4.2 Permeameter-Versuche 
Bei der Simulation der Versuche von Sterpi (2003) wurde der gemessene Austrag der Fein-
teile mit dem simulierten Feinteilaustrag verglichen. Das Modell konnte den Feinteilaustrag 
mit verschiedenen Druckgradienten gut nachvollziehen (Abb. 17). Insbesondere die zeitliche 
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Die kritische Fluidgeschwindigkeit zur Initiierung der Partikelbewegung entspricht einem 
hydraulischen Suffosionskriterium, also der Definition der minimalen hydraulischen Kraft, die 
zur Partikelbewegung notwendig ist. Die hohe Abweichung der kritischen Geschwindigkeiten 
vcrit der beiden Partikelgrößen zeigt die Notwendigkeit der Bestimmung unterschiedlicher 
hydraulischer Kriterien für unterschiedliche Feinpartikelgrößen. 
 
4.4.3 Übertragung der Versuchsergebnisse auf das Modell 
Um die Versuchsergebnisse auf das Suffosionsmodell und insbesondere auf den Austausch-
term übertragen zu können, müssen die analysierten physikalischen Phänomene der Einzel-
partikel auf die Gesamtstruktur hochskaliert und einem entsprechend skaliertem Parameter 
zugeordnet werden.  
Zunächst kann festgestellt werden, dass die bisher im Modell getroffene Annahme, dass die 
Partikel mit dem Fluid in gleicher Geschwindigkeit transportiert werden, überdacht und ein 
entsprechender Reibungskoeffizient eingeführt werden sollte. Als relevante Faktoren für den 
reinen Partikeltransport ist die Fluidgeschwindigkeit mit je nach Partikelgröße zu ermittelnder 
Schwellengeschwindigkeit, ab der es zu einer Bewegung der Partikel kommt, zu nennen.  
Die Auswertung der Strömungsbilder in den beiden Versuchsstrukturen zeigt als zusätzliche 
Relevanz nicht die Durchschnittsgeschwindigkeit des Fluids in der Gesamtstruktur sondern 
die strukturabhängige Maximalgeschwindigkeit, die zu einem erhöhten Partikeltransport führt 
und die strukturabhängige Minimalgeschwindigkeit mit möglichen Bereichen der Partikelset-
zung. Die Tortuosität als Strukturfaktor ist relevant zur Bestimmung der Durchlässigkeit des 
Materials und zu den Strömungsfeldern, die den Partikelein- und –austrag bestimmen. Gene-
rell wird die Tortuosität in numerischen Modellen oft als reiner Anpassungsfaktor verwendet, 
ohne die physikalische Bedeutung zu berücksichtigen (Clennell, 1997). Auch im Suffosions-
modell kann ein Term zur Berücksichtigung der Tortuosität eingeführt werden. Dieser sollte 
jedoch nicht nur die Krümmung einzelner Strömungspfade, sondern auch die größere Struk-
tur zusammenhängender Strömungspfade berücksichtigen, um die Möglichkeiten der Strö-
mungsänderung von Partikeln einzubeziehen.   
Insgesamt ist zu berücksichtigen, dass der Transport und die Anlagerung von Feinteilen in 
einer porösen Struktur ein hochdynamischer Prozess ist, der nur in starker Vereinfachung in 
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5 Diskussion und Evaluierung 
Im abschließenden Kapitel wird die gewählte Methode zur numerischen Simulation von hyd-
raulisch induziertem Sedimenttransport diskutiert und evaluiert. Hierbei wird sowohl auf die 
theoretische Modellbeschreibung als auch auf die gewählte numerische Umsetzung einge-
gangen. Zur Weiterführung der Methode werden zukünftige Entwicklungsmöglichkeiten auf-
gezeigt. 
  
5.1 Suffosionsmodell anhand der TPM   
Das 4-phasige Suffosionsmodell, das anhand der Theorie Poröser Medien aufgestellt wurde, 
stellt ein in sich konsistentes, in mancher Hinsicht jedoch auch stark vereinfachtes Werkzeug 
zur numerischen Simulation des Abtrags und Transports von Feinteilen in einem Grob-
kornskelett dar. Das Modell wurde bereits in Steeb und Diebels (2003) als 3-Phasen Modell 
beschrieben. Das Modell an sich ist aufgrund der theoretischen Basis auf Fragestellungen 
verschiedener Fachgebiete anwendbar. Insbesondere bei der Beschreibung komplexer ge-
koppelter Prozesse sind jedoch detaillierte fachspezifische Erweiterungen bzw. konstitutiv-
theoretische Spezifikationen notwendig.  
Betrachtet man die vier Phasen des Suffosionsmodells, so ergibt sich mit der Phase der 
Bodenfeinteile „a“ eine Phase von Feinteilen, die theoretisch alle aus dem Grobkornskelett 
ausgespült werden können. Zur Definition der abtragbaren Bodenfeinteile ist eine vorgestell-
te Engstellenanalyse des Bodengefüges notwendig, sie wird aus geometrischen Kriterien 
des Gesamtgefüges bestimmt. Im Modell können somit geometrische Suffosionskriterien aus 
getroffenen Vorannahmen mit hydraulischen Suffosionskriterien, die in der Simulation ange-
wendet werden, kombiniert werden. Die geometrischen Kriterien werden jedoch nur aus 
einem initial definierten abtragbaren Feinteilanteil, der sich aus der geometrischen Analyse 
ergibt, definiert. Die geometrische Analyse an sich wird nicht simuliert. 
Der derzeitige den Austausch der dem Festkörper und dem Fluid zugeordneten Feinteile, 
also der die Suffosion bestimmende Term ist ein empirischer Term basierend auf zwei Mate-
rialparametern, die keiner direkten physikalischen Bedeutung zugeordnet werden können. 
Weiterhin ist im Austauschterm ein Abminderungsfaktor, gegeben aus der initialen und der 
momentanen Porosität, enthalten. Dieser Abminderungsfaktor ist zwar an sich in Versuchen 
nachgewiesen worden, physikalisch ist er jedoch womöglich nicht einer an sich verminderten 
Erosion sondern dem Anlagern von Feinteilen bei Transport durch ein Bodenelement zuzu-
ordnen. Für ein konsistentes Suffosionsmodell sollte also auch der Prozess der Kolmation 
berücksichtigt werden, es sollte ein bidirektionaler Austauschterm berücksichtigt werden. 
Generell stellt sich bei dem kontinuumsmechanischen Modell die Frage, wie es für einen an 
sich mikromechanischen und lokalen Prozess eingesetzt werden soll. Im Zuge der Untersu-
chungen wurde gezeigt, dass der lokal erhöhte Abtrag von Feinteilen, der i.d.R. zu Versagen 
führt, nur durch Einsatz spezieller Anfangs- oder Randbedingungen möglich ist. Damit ist die 
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Lokalität entweder bereits vorgegeben oder, bei heterogenen Anfangsbedingungen, zufalls- 
verteilt. Entsprechend vorgegebene Anfangsbedingungen können daher nur eingesetzt wer-
den bei Fragestellungen zu Versagenswahrscheinlichkeiten bezüglich Sensitivitäten zu hete-
rogenem Bodenkörperaufbau oder im Falle vorgegebener erhöhter Abtragungskanäle zum 
nachträglichen Prüfen des Verlaufs von Versagen oder dem prognostizierendem Versagen. 
Insgesamt kann das Modell auch der Ergänzung von Versuchen dienen, etwa nach einer 
exakten Kalibration für das Testen verschiedener Anfangs- und Randbedingungen, so dass 
ein hoher Versuchsaufwand entlastet werden kann. Auch können mit dem Modell bei be-
kanntem Bodenkörperaufbau kritische Filtergeschwindigkeiten festgestellt werden, um be-
stehende hydraulische empirische Filterkriterien zu prüfen.  
Bei den genannten Einsatzmöglichkeiten sind die vereinfachten Formulierungen des Modells 
zu berücksichtigen. So kann das Modell bisher nur für qualitative Prognosen hinsichtlich 
gefährdeter Belastungsstellen, jedoch nicht quantitativ zur exakten Bruch- oder Versagens-
prognose eingesetzt werden.  
 
5.2 Numerische Umsetzung 
5.2.1 Software Comsol  
Comsol ist durch den Anspruch der Bearbeitung multiphysikalischer Prozesse, ein sehr um-
fangreiches Finite Elemente Programm. Die Handhabung ist eher abstrakt, insbesondere 
hinsichtlich der Bezeichnung von Randbedingungen und Objekt-Identifikationen, die in an-
wendungsspezifischen Programmen oftmals unter den physikalischen Zuordnungen gege-
ben sind. 
Der Vorteil des Programms liegt in der Möglichkeit, eigene partielle Differentialgleichungen 
zu integrieren und somit eigene physikalisch aufgestellte Fragestellungen zu bearbeiten. 
Comsol bietet hierbei fertige Pre- und Postprozessor Methoden, die sowohl die Erstellung 
einer Geometrie, eines Netzes, als auch die Zeitschrittsteuerung erleichtern. Es kann aus 
verschiedenen direkten und iterativen Lösern gewählt werden. Trotzdem bleibt Comsol ein 
kommerzielles Programm und nicht alle Berechnungsschritte sind für den Anwender einseh-
bar, so dass es oft zu Simulationsabbrüchen kommt, die nicht nachvollziehbar sind. Wie bei 
anderen Finite Elemente Programmen ist auch mit Comsol ein konvektiv-dominanter Pro-
zess nicht numerisch stabil. Bei Implementierung des 4-Phasen Suffosionsmodells birgt dies 
Schwierigkeiten bei hochdurchlässigen Materialien. 
Insgesamt ist Comsol Multiphysics geeignet zur Implementierung und Lösung des Glei-
chungssystems des 4-Phasen Modells. Aufgrund des hohen Preises, sowohl hinsichtlich der 
Anschaffung als auch hinsichtlich eines kontinuierlichen Supports, und da das Programm 
anderweitig nicht an der BAW genutzt wird, ist es sinnvoll, andere Programme zur Anwen-
dung zu testen. Hierfür bieten sich sowohl Finite-Elemente als auch Finite-Volumen Pro-
gramme an. 
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5.2.2 Implementierung in andere Software-Programme 
Plaxis ist ein in der Abteilung Geotechnik der BAW verwendetes Programm zur numerischen 
Berechnung und Simulation von geotechnischen Fragestellungen. Spezifisches bodenme-
chanisches Verhalten kann über Parametereingabe gängiger bodenmechanischer Modelle 
abgebildet werden. Zusätzlich ist es in Plaxis möglich, nutzerspezifische Bodenmodelle zu 
integrieren. Da Plaxis ein kommerzielles Programm ist, ist dies in enger Zusammenarbeit 
und unter Gebühren mit den Entwicklern möglich.  
Eine Integrierung einer Konstitutivbeziehung zur Beschreibung suffosiven Verhaltens einzel-
ner Bodenkompartimente ist grundsätzlich möglich. Hierzu muss eine Konstitutivbeziehung 
zur Porositätsänderung und gekoppelter Änderung der hydraulischen Durchlässigkeit in 
Abhängigkeit des hydraulischen Drucks eingeführt werden. Dies ist ähnlich einer Kapillar-
druck-Sättigungsbeziehung möglich, wobei zu beachten ist, dass es bei transienter Berech-
nung nur zu einer Porositätserhöhung, nicht zu einer Verminderung der Porosität durch Kol-
mation kommen kann. 
 𝜙 ≔ 𝜙(𝑝, 𝑞,𝑛𝑓)   𝑘𝑠 ≔ 𝑘𝑠(𝜙) 
 
Ein weiteres an der BAW genutzes getechnisches Simulationsprogramm ist Abaqus. In 
Abaqus können benutzerdefinierte Subroutinen (UEL) eingesetzt werden. Es gilt zu prüfen, 
ob mithilfe eines UEL ein Stoffgesetz zur Änderung der Porosität und gleichzeitigen Ände-
rung der hydraulischen Bodeneigenschaften möglich ist. Generell können alle Materialeigen-
schaften in Abaqus als Funktion einer Variable bzw. eines nutzerdefinierten Feldes, wie z.B. 
dem hydraulischen Druck bzw. der daraus resultierenden Fluidgeschwindigkeit ausgedrückt 
werden.  
Insgesamt ist zu beachten, dass die Implementierung der Suffosion nicht nur die Einführung 
von Skalarwerten (den Erosionstermen) beinhaltet, sondern auch eine Änderung des Ge-
schwindigkeitsvektors des Fluids, da sich mit fortschreitender Erosion die hydraulische Leit-
fähigkeit erhöht.  
 
Ein weiteres Programm, in das das Suffosionsmodell eventuell implementierbar ist, ist das 
Finite Volumen Programm OpenFoam. OpenFoam wird an der BAW hauptsächlich im Was-
serbau genutzt und ist ursprünglich ein reines CFD-Programm. Da es ein OpenSource Pro-
gramm mit einer großen Anwender-Community ist, werden jedoch immer mehr Zusatzmodu-
le mit spezifischen Anwendungsfragen geschrieben und von den Entwicklern bereitgestellt. 
An der TU Braunschweig wurde z.B. das Zusatzprogramm GeotechFoam geschrieben (El-
Safti et al., 2012), mit dem bodenmechanische Eigenschaften in der Modellregion abgebildet 
werden können.  
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5.3 Weiterer Entwicklungsbedarf  
Auch wenn die Methode der kontinuumsmechanischen Beschreibung von Suffosion anhand 
von Volumenanteilen nur eingeschränkt für Fragestellungen der WSV anwendbar ist können 
weitere Arbeiten die Methode verbessern und verfeinern, so dass spezifische Fragestellun-
gen bearbeitbar sind. 
Weitere Arbeiten beinhalten sowohl die Verbesserung des Prozessverständnisses anhand 




Da das Modell und der Prozess der Suffosion an sich mehrskaliger Betrachtung bedarf, sind 
zum weiteren Prozessverständnis bzw. zur Implementierung der Prozesse in das Modell 
physikalische Versuche auf mikro- und auf makroskaliger Ebene sinnvoll. 
Zur Weiterführung der Mikrozellenversuche und der Übertragung auf einen makroskaligen 
Austauschterm bzw. zum weitern Verständnis der zum Austausch führenden physikalischen 
Prozesse auf der Mikroskala sind sowohl veränderte Randbedingungen als auch weitere 
Strukturen möglich.  
Hinsichtlich der Evaluierung von Blockierungen bei Schiffspassagen und damit verbundenem 
richtungswechselndem hydraulischen Gradienten aufgrund von Absunk könnten Versuche 
mit wechselseitiger Durchströmung realisiert werden. Hiermit würde die Stabilität von blo-
ckierten Partikeln bzw. die Möglichkeit des Freispülens von blockierten Kanälen evaluiert. 
Weitere Möglichkeiten der Mikrozellenversuche liegen im Einbau von Heterogenitäten bzw. 
in Kanalverengungen. 
Neben mikroskaligen Versuchen sind ebenso weitere Elementversuche zur Modellkalibrie-
rung bzw. bei Implementierung eines erweiterten Austauschterms zur Modellanpassung 
durchzuführen. Obwohl die Permeameter-Versuche der University of British Columbia sehr 
gut dokumentiert sind, bleiben einige Fragen hinsichtlich der Anfangsbedingungen offen. 
Speziell an das Modell und die Modellparameter zu messenden Parameter angepasste Ver-
suche können eine Modellkalibrierung und Sensitivitätsanalyse besser abbilden als bereits 
durchgeführte in der Literatur dokumentierte Versuche.  
 
5.3.2 Modellerweiterungen 
Für erweiterte bodenmechanische Fragestellungen im Zusammenhang mit Suffosion kann 
das Modell um entsprechende Variablen erweitert werden.  
Das bodenmechanische Verhalten des Festkörperskeletts kann um plastisches Materialver-
halten erweitert werden. In der vorgestellten Arbeit wurde lediglich linear-elastisches Boden-
verhalten berücksichtigt.  
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Eine weitere Erweiterung ist das bodenmechanische Verhalten in Abhängigkeit des Fein-
kornanteils, also eine Festigkeitsveränderung mit Abtrag der Feinteile und somit mit Erhö-
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Literatur zu numerischer Simulation von Materialtransport wurde in einer Citavi-Datenbank 
zusammengestellt. Diese ist auf dem BAW-Server mit dem Namen „hydraulischer Material-
transport“ abrufbar. Das Verzeichnis ist nach Kategorien entsprechend der im Anhang aufge-
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Die Grundgleichungen des 4-Phasen Suffosionsmodell werden in der implementierten Com-
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PDE Input Comsol 
Dependent variable: p 
 




PDE Input Comsol 
Dependent variable: phi 
 




PDE Input Comsol 
Dependent variable: c 
 




PDE Input Comsol 
Dependent variables: u1, u2 
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nsa   (A*(rho0/rho)^m)*qux+(A*(rho0/rho)^m)*quy  
A   0.041        
m   4 
phi0   0.34 
qux   -(ks/nufR)*(px) -(ks/nufR)*(px) 
ks   ks0*(rho^3/(1-rho)^2)*((1-rho0)^2/rho0^3) 
ks0   8.57*10^-9 
nufR   1*10^-3       
gradp   px+py 
a   (a0*(1-rho0)+rho0-rho)/(1-rho) 
a0   0.2 
c0   0.0 
rhofR   0.1        
quy   -(ks/nufR)*(py) 
e11   u1x         
s11   ym/(1-poi^2)*(e11+poi*e22) 
e22   u2y         
s22   ym/(1-poi^2)*(poi*e11+e22) 
e12   0.50*(u1y+u2x)      
s12   ym/(1+poi)*e12 
teste11  test(u1x) 
teste22  test(u2y) 
teste12  0.50*(test(u1y)+test(u2x)) 
ym   3000 
poi   0.25 
divv   u1xt+u2yt 
qu   -(ks/nufR)*p 
 
 
